Elementy rachunku
prawdopodobienstwa



Podstawowe pojecia z kombinatoryki

Niech bedzie dany zbidr n roznych elementow
{a,, a,, a;, ..., a,}-

Permutacjg bez powtorzen nazywamy kazde
uporzadkowanie wszystkich elementow tego
zbioru, w ktorym kazdy element wystepuje
tylko raz. Liczba wszystkich permutacji tego
zbioru jest rowna:

P=nl=1.2.3-...-n



Permutacjg z powtdrzeniami nazywamy zbior
sktadajgcy sie z n uporzadkowanych
elementow, wsrod ktérych pewne elementy
powtarzajg sie n, n, .., n, razy. Liczbe
permutacji z powtorzeniami wyznaczymy ze
WZOoru:

|
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Kombinacja bez powtdrzen to podzbiér k
roznych elementow wybranych sposrod n
wszystkich elementow bez uwzgledniania ich

pPOrzao

ku. Liczba kombinacji bez powtdrzen

jest rowna:

-
k) KI(n—k)!

przy czym 0!=1



Kombinacje te mozna traktowac jako
nieuporzgdkowane k-elementowe probki z

n-elementowej populacji, pobierane bez

Zwracania elementow, ktore roznig sie

wytacznie sktadem elementéw, a nie ich
porzadkiem.



Obliczy¢ prawdopodobienstwo  wygranej W
popularnej grze liczbowej toto-lotek. Gra ta polega
na wylosowaniu 6 z 49 liczb. Zdarzeniem losowym
jest wynik losowania 6 z 49 liczb. Elementami
przestrzeni zdarzen elementarnych s3 tu wszystkie
szescioelementowe podzbiory zbioru {1,2,3,...,49}.
Liczba elementdéw przestrzeni jest rowna:

49 49)
— — 13983816
6 ) 6!(49-6)!




Na podstawie klasycznej definicji prawdopodobienstwa
obliczymy  prawdopodobienstwa  nastepujgcych
zdarzen losowych:

A, —wylosowanie ,trojki”
A, — wylosowanie ,,czworki”

A; — wylosowanie ,,pigtki”

A, — wylosowanie ,,szostki”



Hey
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=0,00001845 P(A,)= =0,0000000715




Kombinacja z powtdrzeniami to zbior
k-elementow, ktore sie miedzy sobg rdznig
(albo sie nie roznig), wybranych sposrod n
elementow bez zachowania porzadku. Liczba
takich kombinacji wyrazona jest wzorem:

—k (n—l—k—lj
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Kombinacje z powtdrzeniami mozna traktowac
jako k-elementowe préby pobierane z

n-elementowej populacji ze zwracaniem, przy
czym niewazna jest kolejnos¢ elementow.



Doswiadczenie nazwiemy losowym, jezeli
pomimo znajomosci warunkow, w ktorych
ono sie odbywa, nie jestesmy w stanie
przewidziec jego wyniku.



W kazdym doswiadczeniu losowym mozna
wyrozni€ najprostsze zdarzenie, tzw. zdarzenie
elementarne. Charakteryzuje sie ono
nastepujgcymi wtasciwosciami:

e zdarzenie elementarne moze zajsc lub nie,

* jedno ze zdarzen elementarnych na pewno
zajdzie,

e wtym samym doswiadczeniu zajscie jednego
zdarzenia wyklucza zajscie innego zdarzenia.



Zbior zdarzen elementarnych dla danego
doswiadczenia losowego  tworzy  tzw.
przestrzen zdarzen elementarnych W.
Poszczegdlne elementy tej przestrzeni, czyli
zdarzenia elementarne oznaczamy symbolem
w. Przestrzen zdarzen elementarnych moze
sktadac sie ze skonczonej liczby zdarzen, ale
takze moze by¢ zbiorem nieskonczonym
przeliczalnym, jak tez i nieprzeliczalnym.



Wvyniki jednokrotnego rzutu kostkg do gry
tworzg  skonczong przestrzen zdarzen
elementarnych, sktadajaca sie z 6 elementow
(wypadnie "1", "2", "3", "4" "5" "6"), Wyniki
oznaczen wielkosci skazen chemicznych w
warzywach s3 nieskonczong i nieprzeliczalna
przestrzenig zdarzen.



Przyktadem nieskonniczonej, ale przeliczalnej
przestrzeni zdarzen elementarnych jest np.
rzut monetg do pierwszego pojawienia sie
orta, w ktorym O oznacza otrzymanie orta w
pierwszym rzucie, RO pojawienie sie reszki w
pierwszym rzucie i orta w drugim, RRO -
otrzymanie w dwodch pierwszych rzutach
reszki, a w trzecim po raz pierwszy orta itd.



Zdarzenie losowe jest podzbiorem przestrzeni zdarzen
elementarnych.

Z matematycznego punktu widzenia, zdarzenia sg zbiorami.
Mozna wiec wykonywac na nich takie dziatania, jakie s3
wykonalne na zbiorach:

suma zdarzen A i B zapisywana jako AUB oznacza zbidr
zdarzen elementarnych nalezgcych do A lub B. Niech A
oznacza zdarzenie oznaczajgce pojawienie sie scianki (w
kostce do gry) o parzystej liczbie oczek. Sprzyja temu
zdarzeniu zdarzenie elementarne A={w,, w,, w¢}. Niech B
oznacza zdarzenie, ze pojawi sie liczba oczek wieksza od
trzech. Sprzyjaja temu zdarzeniu zdarzenia elementarne
B={w,, w¢, w¢}. Suma zdarzen w tym przypadku sg zdarzenia
polegajgce na pojawieniu sie 2, 4, 5, lub 6 oczek, czyli:
AUB ={W21 Wy, W6}U{W4; W, W6}={W2; Wy, Wg, W6};



* iloczyn zdarzen A i B (oznaczony symbolem
ANB ) to zdarzenie elementarne ztozone z tych
zdarzen, ktore nalez3 do zdarzenia A i
zdarzenia B. Niech A oznacza zdarzenie
polegajace na tym, ze z listy osob wylosujemy
mezczyzne, zas zdarzenie B polega na tym, ze z
listy osob wylosujemy osobe pracujgca na
stanowisku managera. lloczyn zdarzen oznacza
wylosowanie z listy osob managera mezczyzny,



* roznica zdarzen A i B (oznaczana symbolem A - B) to
zbior zdarzen, ktére nalezg do zdarzenia A i nie nalezg
do zdarzenia B. Niech A oznacza zdarzenie oznaczajace
pojawienie sie scianki (w kostce do gry) o nieparzystej
liczbie oczek. Sprzyja temu zdarzeniu zdarzenie
elementarne A={w,, w; Ww:}. Niech B oznacza
zdarzenie, ze pojawi sie liczba oczek wieksza od trzech.
Sprzyja temu zdarzeniu zdarzenie elementarne B={w,,
W:, W¢}. ROZnicg zdarzen w tym przypadku jest
zdarzenie polegajgce na pojawieniu sie 1 lub 3, czyli:

A - B ={w,;, w;, W} - {w,, ws, wel={w,, ws}.



Prawdopodobienstwo warunkowe

W rachunku prawdopodobienstwa bardzo
wazng spraway jest podziat zdarzen losowych
na zdarzenia niezalezne i zalezne.



Zdarzenia losowe niezalezne to takie, dla
ktorych zajscie jednego ze zdarzen nie ma
wptywu na wystgpienie drugiego zdarzenia.
Jezeli natomiast zajscie jednego zdarzenia
warunkuje prawdopodobienstwo pojawienia
sie drugiego z nich, to zdarzenia takie
nazywamy zdarzeniami zaleznymi
(warunkowymi, wzglednymi).



Prawdopodobienstwo zdarzenia A obliczone
przy zatozeniu, ze zaszto zdarzenie B,
nazywamy prawdopodobienstwem

warunkowym zdarzenia A pod warunkiem B.
Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A
pod warunkiem B oznacza sie symbolem
P(A/B) i oblicza sie je ze wzoru:

P(ANB)

P(AIB)=—15




gdzie:

* P(A/B) - prawdopodobienstwo warunkowe

zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia
B,

* P(AnB) - prawdopodobienstwo iloczynu
zdarzen A i B,

* P(B) - prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia
B.



przy zatozeniu, ze P(B)>0 czyli, ze zdarzenie B
nie jest zdarzeniem niemozliwym. Zatozenie to
jest wystarczajgce, poniewaz jesli zdarzenie B
nie jest zdarzeniem niemozliwym, to
prawdopodobienstwo jego zajscia jest wieksze
od zera, poniewaz prawdopodobienstwo jest
liczba nieujemng (tzn. dodatnig lub réwna
Zero).



Wz6r na prawdopodobienstwo iloczynu
zdarzen (w oparciu o wzor przedstawiony
powyzej) przedstawia sie nastepujgco:

P(ANB) = P(A)P(B/A), gdy P(A) >0
P(ANB)=P(B)P(A/B),gdyP(B) >0




gdzie:

* P(AnB) - prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen
AiB,

* P(A) - prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A,

* P(B) - prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B,

* P(B/A) - prawdopodobierstwo warunkowe
zdarzenia B pod warunkiem zajscia zdarzenia A,

* P(A/B) - prawdopodobieristwo warunkowe
zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B.




W urnie znajduje sie 10 kul: 7 biatych i 3
czerwone. Nalezy obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze w dwoch kolejnych
losowaniach obie kule bedg biate. Losowanie
odbywa sie bez zwracania kul do urny, tak
wiec po kazdym losowaniu ubywa z urny jedna
kula i zmienia sie prawdopodobienstwo zajscia
nastepnego zdarzenia.



Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo
iloczynu zdarzen. Zdarzenie A oznacza, ze
pierwsza z wylosowanych kul jest biata, a

zdarzenie B, ze druga jest biata.
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* P(A) oznacza prawdopodobienstwo wylosowania
pierwszej biatej kuli. Wynosi ono 7/10, poniewaz
W urnie znajduje sie 7 biatych kul, a wszystkich kul
jest 10.

* P(B/A) oznacza prawdopodobienstwo
wylosowania drugiej biatej kuli pod warunkiem,
ze zostata wylosowana pierwsza biata kula. P(B/A)
wynosi 6/9, poniewaz po wylosowaniu pierwszej
kuli w urnie pozostato juz tylko 9 kul, w tym 6

biatych.



Teraz chcemy dowiedziec sie, jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania jako
pierwszej kuli biatej i jako drugiej kuli
czerwonej. Tym razem zdarzenie A oznacza, ze
pierwsza z wylosowanych kul jest biata, a
zdarzenie B, ze druga jest czerwona.
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* P(A) oznacza prawdopodobienstwo wylosowania
pierwszej biatej kuli. Wynosi ono 7/10, poniewaz
W urnie znajduje sie 7 biatych kul, a wszystkich kul
jest 10.

* P(B/A) oznacza prawdopodobienstwo
wylosowania drugiej kuli, tym razem czerwone;
pod warunkiem, ze pierwsza wylosowana kula
jest biata. P(B/A) wynosi 3/9, poniewaz po
wylosowaniu pierwszej kuli w urnie pozostato juz
tylko 9 kul, z ktorych 3 s3 czerwone.



Prawdopodobienstwo catkowite i
twierdzenie Bayesa

Przyjmijmy zatozenie, ze zajscie zdarzenia B jest
uwarunkowane zajsciem jednego sposrod n
wzajemnie wykluczajacych sig zdarzen A, (gdzie i

=1, 2,.

, n), ktore zajmu

jg cata przestrzen

zdarzen elementarnych (przy czym P(A,)>0). W
tym przypadku prawdopodobienstwo zajscia

zdarzenia B okres

amy jako

prawdopodobienstwo catkowite i obliczamy z
nastepujgcego wzoru:

P(B)=P(A)P(B/A)+P(A)P(B/A)+..+P(A)P(B/A)=
=Y P(A)P(B/A)



gdzie:
* P(B) - prawdopodobienstwo catkowite zajscia
zdarzenia B,

* P(A) - prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia
A,

* P(B/A)) - prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenia B uwarunkowane zajsciem jednego
sposrod wzajemnie wykluczajgcych sie zdarzen
A.



Prawdopodobienstwa P(A)) nazywane s3
prawdopodobienstwami a priori i odgrywajg wazng
role w zagadnieniach dotyczgcych podejmowania
decyzji w warunkach niepewnosci. Przyktadowo pewna
firma otrzymuje dostawy od kilku dostawcow i czesc
kazdej z dostaw zawiera wadliwe lub nie spetniajgce
wymogow produkty. Wzory na prawdopodobienstwo
warunkowe i catkowite pozwalajg wyznaczy¢ dostawce
od ktorego pochodzi najwiecej wadliwych produktow i
dzieki temu firma moze podjac decyzje z ktorym z
dostawcow kontynuowac wspotprace, a z ktorym tg
wspotprace przerwac.



Twierdzenie Bayesa

Po zrealizowaniu zdarzenia B interesuje nas
jakie bedzie prawdopodobienstwo kazdego ze
zdarzen A.. Odpowiedz na to pytanie uzyskamy
stosujgc do obliczen wzor Bayesa, ktory ma
nastepujgcg postac:

P(A)P(B/A)

P(A18) =20




gdzie:

* P(B) - prawdopodobienstwo catkowite zajscia
zdarzenia B,

* P(A,) - prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A,

* P(B/A)) - prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B
uwarunkowane zajsciem jednego sposrod n
wzajemnie wykluczajgcych sie zdarzen A;

* P(A/B) - prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia
A, po zrealizowaniu zdarzenia B.



Firma produkujgca samochody osobowe zamawia
tozyska u trzech dostawcow. Od dostawcy | firma
otrzymuje potowe wszystkich zamawianych
tozysk. Od dostawcy Il - 30%, natomiast od
dostawcy Il - 20%. Wsrdéd tozysk dostarczanych
przez dostawce | znajduje sie 3% tozysk z
ukrytymi wadami, dostawca Il przekazuje 7%
wyrobow z wadami, natomiast dostawca Ill - 5%.
Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo
dostarczenia tozyska posiadajacego ukrytg wade
i prawdopodobienstwo, ze dostarczone tozysko z
ukryta wada pochodzi od dostawcy Il.



Przez B oznaczamy zdarzenie, ze dostarczone tozysko
posiada ukryta wade. Przez A, oznaczmy zdarzenie, ze
tozysko pochodzi od dostawcy |, przez A,, ze tozysko
pochodzi od dostawcy I, a przez A; - od dostawcy .

P(B/A) oznacza prawdopodobienstwo, ze dostarczone
tozysko z ukrytg wadga pochodzi od dostawcy |,

P(B/A,) oznacza prawdopodobienstwo, ze dostarczone
tozysko z ukrytg wada pochodzi od dostawcy Il, natomiast

P(B/A,) oznacza prawdopodobienstwo, ze dostarczone
tozysko z ukrytg wada pochodzi od dostawcy lll.



tozysko z ukrytg wada moze pochodzi¢ od |
dostawcy, ktory realizuje 50% zamowien (z
ktorych 3% tozysk jest wadliwych), moze tez
pochodzi¢ od drugiego dostawcy, ktory realizuje
30% zamowien, z ktorych 7% jest wadliwych lub
tez moze pochodzic od dostawcy Ill, ktory
dostarcza 20% ogotu wyrobow, wsrod ktorych jest
5% wyrobow wadliwych.




Prawdopodobienstwo dostarczenia tozyska z
ukrytg wadg obliczymy zatem ze wzoru na
prawdopodobienstwo catkowite:

P(B)=P(A)P(B/A)+P(A)P(B/A)+P(A)P(B/A) =
=0,5-0,03+0,3-0,07 +0,2-0,05 = 0,046



W celu obliczenia prawdopodobienstwa, ze
dostarczone tozysko z ukryta wadg pochodzi
od dostawcy Il nalezy skorzystac ze wzoru
Bayesa. Dostawca Il realizuje 30% ogotu
zamowien, z ktérych 7% jest wadliwych, zas
prawdopodobienstwo dostarczenia tozyska z
ukrytg wadga jest rowne 0,046.




Prawdopodobienstwo, ze dostarczone tozysko
z ukryta wadg pochodzi od dostawcy Il

obliczymy wiec:

P(A)P(B/A) _03-007
P(B) 0,046 |

P(A,/B) =



Gdybysmy ¢
zdarzenia ta

ncieli znac¢ prawdopodobienstwo
Kiego, ze dostarczone tozysko

z ukryta wac
liczylibySmy

P(A,)P(B/A,) 0,2:0,05

g pochodzi od dostawcy llI,
W nastepujgcy sposob:

P(A,/B) =

- 0,217
P(B) 0,046



Natomiast prawdopodobienstwo zdarzenia
takiego, ze dostarczone tozysko z ukryta wada
pochodzi od dostawcy |, jest rowne:

P(A /B) = P(A)P(B/A) _ 0,5-0,03
P(B) 0,046
Podsumowuj3ac, prawdopodobienstwo
dostarczenia tozyska z ukrytg wadg przez
dostawce |l jest najwieksze i wynosi 0,457. Ten
dostawca  dostarcza rowniez relatywnie
najwiecej wyrobow wadliwych.

=0,326




