Zmienne losowe

Zmienne losowe oznacza sie duzymi literami alfabetu
tacinskiego, na przyktad X, Y, Z. Natomiast wartosci jakie
one przyjmujg odpowiednio matymi literami x, y, z | nazywa
sie je realizacjami.

Zmienng losowg nazywamy zbior wartosci, ktore mogg byc¢
realizowane | ktorym przyporzgdkowane sg jednoznacznie
prawdopodobienstwa poszczegdlnych realizacji.



Zmienne losowe

Rozroznia sie dwa rodzaje zmiennych losowych
a mianowicie: skokowe (dyskretne) I ciggte.

Zmienne losowe, ktére przyjmujg skonczong lub co
najwyze] przeliczalng liczbe wartosSci nazywamy
skokowymi. Przyktadem moze byC tuta] liczba
zakupionych  lokali  mieszkalnych w  danej
miejscowosci, w danym okresie, albo liczba
zajmowanych pokoi w mieszkaniu.



Przyporzgdkowanie wszystkim wartosciom zmiennej losowe]
X prawdopodobienstwa okresla rozktad zmiennej losowej

skokowe|.

Przyporzgdkowanie to nazywamy funkcja
prawdopodobienstwa zmienne] losowe] skokowej. Jezeli
oznaczymy przez x; (I = 1, 2, ... , n) wszystkie mozliwe

wartosci zmiennej losowe] X, to wowczas funkcje
prawdopodobienstwa zapisujemy w nastepujgcy sposob:

P(X=x)=p(x)=np 1=12,...,n

przy czym: Z p. =1
=1



W przypadku, gdy zbiér wartosci zmiennej losowe] X jest

nieskonczony, wtedy spelniona jest rownosé: D, pi =1,
i=1

Rozklad zmienne] losowe] X mozna takze zapisa¢ za pomoca
funkcji zwanej dystrybuanta:

F(X) =P(X < X).

Wartosciami dystrybuanty sa wiec prawdopodobienstwa zdarzen
losowych polegajacych na tym, ze zmienna losowa X przyjmuje

wartosci mniejsze niz liczba rzeczywista X.



Zmienna losowa, ktorej wartoscia moze by¢ kazda liczba
rzeczywista z okreslonego przedzialu tych liczb nazywamy
zmienna losowa ciagla.

Rozktad zmiennej losowej ciaglej opisuje sSi¢ za pomoca
nieujemnej ciagle; funkcji  f(x), zwanej funkcja gestosci
prawdopodobienstwa, majaca nastepujaca wiasnosc:

b

j'f(x)dx=P(a<X <h)

a

dla kazdego a < b.



Dystrybuanta dowolnej zmiennej losowej ma nastepujace
wlasnoscl:

0<F(x)<1, dlawszystkich x
Jesli, X, > X to, F(x;) > F(x,)
lim F(x) = F(~0) =0

lim F(x) = F(+o0) =1

X—>+00



ROZKLAD DWUMIANOWY

W rozktadzie dwumianowym, nazywanym réwniez od nazwiska

jego tworcy rozkladem Bernoulliego, mozna wyrézni¢ dwa

zdarzenia: sukces (wystepujecy z prawdopodobienstwem p)

| porazke (wystepujaca z prawdopodobienstwem q).

Prawdopodobienstwo p 1 q dla wszystkich losowan jest stale,
a losowania sa niezalezne.

Zmienna losowa X jest liczba sukcesow. Prawdopodobienstwo
uzyskania k sukcesow oblicza sie wedtug wzoru:

P(X =k) :(E]pkq”k, k=012,....n
gdzie:

q=1-|5; O<p<I;

ny n!
(kj ~ k!(n—=Kk)!;

n — liczba losowan,
p - prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczym losowaniu,

q - prawdopodobienstwo porazki w pojedynczym losowaniu.




Obliczane prawdopodobienstwa sa skladnikami rozwiniecia
dwumianu Newtona (p+q) ". Dlatego tez, omawiany rozktad
nazywany jest rozktadem dwumianowym (binomialnym). Fakt, ze
zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy o parametrach n i p

zapisujemy nastepujaco: X:B(n,p).



Przyklad

Wiasciciel pewnej firmy zajmujacej si¢ posrednictwem
nieruchomosci na podstawie swoich obserwacji ocenil, ze 30%
klientow, ktorzy ogladali przynajmniej dwukrotnie dana
nieruchomos¢, zdecydowalli si¢ W przysztosci na jej zakup.

W ostatnim miesigcu powyzszy warunek spetnito 10 klientow.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo sprzedazy przynajmniej dwoch
nieruchomosci.

Rozwiazanie
p=0,3
q=0,7
n=10

Nalezy obliczyé prawdopodobieastwo P(X =2)



W tym przypadku tatwiej bedzie obliczy¢ zdarzenie przeciwne
P(X < 2), wiedzac ze suma zdarzen przeciwnych rowna jest 1.

P(X >2)=1-P(X <2)=1—(P(X =1) + P(X =0))

10 |
P(X =1 = ( ; J(O,B)1 -(0,7)° = 91,—% .(0,3)'-(0,7)° =10-0,3-0,040354 ~ 0,121

=ROZKELAD.DWUM(1;10;0,3;FALSZ)
10
P(X =0) = ( 0 j(0,3)0 (0,7)* =1-1-(0,7)* = 0,0282

=ROZKELAD.DWUM(0;10;0,3;FALSZ)

P(X >2)=1—(0,121+ 0,0282) = 0,8508

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze
przynajmniej dwoch z 10 klientéw, ktoérzy dwukrotnie ogladali te
sama nieruchomos$¢ w poprzednim miesigcu, dokona jej zakupu,
wynosi 85,08%.



Rozklad Poissona

Rozktad Poissona jest rozktadem granicznym dla rozktadu

dwumianowego.

Jesli w rozktadzie Bernoulliego liczba doswiadczen n dgzy do
nieskonczonosci

a prawdopodobienstwo sukcesu k dgzy do zera, woéwczas

prawdopodobienstwo P(X=k) mozna obliczy¢ korzystajgc

Z nastepujgcego wzoru:

k
ey k=012,..

P(X =k)=" e

gdzie:
np=4>0

e =2,7182 (e jest podstawg logarytmu naturalnego).



Rozktad Poissona wykorzystywany jest jako przyblizenie rozktadu
dwumianowego. Przyblizenie to jest wystarczajaco dobre wtedy,
gdy n>20 I jednoczesnie p<0,2.

Rozktad ten nazywany jest rozktadem zdarzen rzadkich. Czesto
wykorzystuje si¢ go w statystycznej kontroli jakoscl, szczegolnie
wtedy, gdy - na przykiad - kontroli podlega liczba wad w jednostce
produktu.

Parametr 4 jest zarowno wartoscia oczekiwana jak 1 odchyleniem
standardowym tego rozkladu. Fakt, ze zmienna losowa X ma
rozktad Poissona 0 parametrze j zapisujemy nastepujaco:

X:P(1).



Przyklad

Wiasciciel pewnej firmy posredniczacej w sprzedazy nowych
mieszkan stwierdzit (na podstawie swoich doswiadczen), ze 2%
klientébw  reklamuje  zakupione mieszkania z  powodu
wystepujacych w nich wad budowlanych. Firma ta w zesztym roku
sprzedata 100 mieszkan. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
nie wiecej niz Jeden Kklient bedzie reklamowat zakupione
mieszkanie?

Rozwiazanie
n =100
p=0,02

A4 =100-0,02 =2



P(X <1) = P(X =1) + P(X =0)

1
P(X =1) = zTe-2 = 2.(2,7183)% = 0,2706

=ROZKEAD.POISSON(1;2;FALSZ)

0
P(X =0) = ZTe2 ~1-(2,7183)2 = 0,1353

=ROZKEAD.POISSON(0;2;FALSZ)

P(X <1) =0,2706 +0,1353 = 0,4059

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wystapi
nie wigcej niz jedna reklamacja wynosi 40,59%.



Rozklad normalny

Zmienna losowa X ma rozklad normalny X:N(m,o), jezeli jej
funkcja gestosci prawdopodobienstwa ma postac:

1 1(x-m)’
f)=""7 eXp{_ztx mj } — 00 < X <0

O T
Witasnosci rozktadu normalnego:

e jest rozktadem symetrycznym,

» do jego okreslenia potrzebne sa dwa parametry:
wartos¢ oczekiwana m i odchylenie standardowe o,

 wartos¢ oczekiwana m jest jednoczesnie mediang 1 modalna,

» wartosci zmiennej losowe] nalezg do zbioru liczb rzeczywistych,
co jest charakterystyczne dla tego rozktadu.
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Funkcja gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanta normalnej zmiennej losowej



Dystrybuanta zmiennej losowej X:N(m,o) okreslona jest wzorem:
1 1(x-—m)
F(x) = -= dx,
() o~N2r _[Oexp{ 2( o j :l .

Rysunek przedstawia wlasnosci funkcji gestosci
prawdopodobienstwa oraz dystrybuanty normalnej zmiennej
losowej X.

Oprocz wyze] podanych wiasnosci na uwage zashuguje regula
trzech sigm. Polega ona na tym, ze niemal wszystkie mozliwe
realizacje zmiennej losowej X:N(m,o) naleza do przedzialu (m-3o ;
m+30):

* 68,26% wartosci zmiennej nalezy do przedziatu (m-o ; m+o),

» 95,45% wartosci zmiennej nalezy do przedziatu (m-2o ; m+20),

» 99,73% wartosci zmiennej nalezy do przedziatu (m-3o ; m+3o).



W rozwazaniach teoretycznych 1 zastosowaniach istotna role
odgrywa tzw. standaryzowana (znormalizowana lub unormowana)
normalna zmienna losowa:

U - X—E(X)
D(X)
0 wartosciach:
X, —M
U= .
O

Po dokonaniu zabiegu standaryzacji wartoS¢ oczekiwana
znormalizowanej zmiennej losowej jest rowna 0, natomiast
odchylenie standardowe przyjmuje wartos¢ 1.



W tablicach mozna odczyta¢ wartosci funkcji  gestosci
prawdopodobienstwa:

(u) —iex (—ﬁj
gp — \/E p 2

lub dystrybuanty:



Obliczanie prawdopodobienstwa

a) Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzenia losowego A,
polegajacego na tym, ze zmienna losowa X:N(m,o) przyjmie
warto$¢ mniejsza 0od X,. Wykorzystujac definicje dystrybuanty
oraz dokonujac normalizacji zmiennej losowej X zapisujemy

X, —M

jz D(u,).
O

Tablice dystrybuanty rozktadu normalnego opisane sg z reguly
dla wartosci u z przedziatu [0;4]. Tak wiec:

P(A) = P(X < x,) = F(X,) = cp[

dlau, >0 wartos¢ ®(U;) mozna odczytaé bezposrednio z tablicy
dla Yo <0 warto§¢ ®(Uy) obliczamy korzystajac z zaleznosci

O(—u,) =1-Dd(u,).



b) Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzenia losowego B,
polegajacego na tym, ze zmienna losowa X: N(m,o ) przyjmie
warto$¢ wieksza niz X,

P(B) = P(X >x0):1—F(x0):1—CD( le—CD(uo).

O

Dalsze postepowanie jest analogiczne do podpunktu a)



c) Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzenia losowego C,
polegajacego na tym, ze zmienna losowa X: N(m,o ) przyjmie

wartos¢ z przedziatu (Xy, X,):

P(C)=P(x < X <x,)=F(x)-F(x)= cp[xz —mj_q)(xl—mj —D(u,) - D(U,)
o) o)



Przyklad

Zaktadajac, ze ceny Jednostkowe lokali mieszkalnych
Z danego przyktadu w miejscowosci A, w pierwszym kwartale

2017 r., maja rozktad =zblizony do rozkladu normalnego
N(3460;241), oszacowac:

« Jaki procent lokali mieszkalnych jest tanszych niz 3300 z#/m??
« Jaki procent lokali mieszkalnych jest drozszych niz 3600 zt/m??

» Jaki procent lokali mieszkalnych znajduje si¢ przedziale
cenowym od 3400 do 3600 zI/m??



Rozwigzanie

a) Korzystajac z  okreslonych WZOrow obliczamy
prawdopodobienstwo:

3300—3460j _ D(~0,664) =1 0(0,664) = 10,745 = 25,5%

P(X <3300) = F(3300) = cp[

=ROZKLAD.NORMALNY (3300;3460;241;PRAWDA)

W celu uzyskania wartosci dystrybuanty rozktadu normalnego U: N
(0;1) nalezy wpisa¢ formule:

=ROZKLAD.NORMALNY.S (,,wartos¢ Zmiennej
standaryzowanej”)

Ceny jednostkowe 25,5% lokali mieszkalnych sa nizsze niz
3300 zt/m?.



b) Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo:

=1-®(0,581) =1-0,719 = 281%

P(X >3600) =1- F(3600) :1-@[3600‘346()]

=1 - ROZKLAD.NORMALNY(3600;3460;241;PRAWDA)

Ceny jednostkowe 28,1% lokali mieszkalnych sa wyzsze niz 3600
zt/m?.



Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo :

P(3400 < X < 3600) = F (3600) — F (3400) = @(3600 - 3460) . @(3400 —3460

241 241
— ©(0,581) - (1- ®(0,249)) = 0,719 1+ 0,599 = 31,8%

] = ®(0,581) - ®(-0,249) =

=ROZKLAD.NORMALNY (3600;3460;241;PRAWDA)-
ROZKELAD.NORMALNY (3400;3460;241;PRAWDA)

Do zadanego przedzialu cenowego nalezy 31,8% lokali
mieszkalnych.

Pamietajac 0 wlasciwosciach rozktadu normalnego mozna
stwierdzi¢, ze w poszczegdlnych przedziatach cenowych:

3460 + 241 [zt/m?] znajduje sie 68,26% lokali mieszkalnych,

3460 + 482 [zt/m?] znajduje sie 95,45% lokali mieszkalnych,

3460 + 723 [zt/m?] znajduje sie 99,73% lokali mieszkalnych.




Regula 30

P(X —m|> o) =0,3174 P(m—o <X <m+0o)=0,6826
P(X — m‘ > 207) = 0,0455 P(m-20 < X <m+20)=0,9545
P(X —m|>3c) =0,0027 P(m-30 < X <m+30) =0,9973

P(X -m>u_o)=2cx Pim—-u oc< X <m+u,o)=1-2«



